










Caṕıtulo 6

Transformada de Laplace

6.1 Definição da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma função f : [0,+∞[→ R é a função L{f} definida por

L{f}(s) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt,

para os valores de s ∈ R onde o integral converge.

Exemplo 6.1.1. Determinar a transformada de Laplace da função f(t) = t.
Calcula-se o integral impróprio de 1a espécie

∫ +∞

0

te−stdt = lim
x→+∞

∫

x

0

te−stdt

Usando a integração por partes, considerando u′ = e−st e v = t (consequentemente, u = −
1

s
e−st e v′ = 1) vem

∫

x

0

te−stdt =

[

−
1

s
e−st t

]x

0

−

∫

x

0

−
1

s
e−stdt =

[

−
1

s
e−st t

]x

0

+
1

s

∫

x

0

e−stdt =

[

−
1

s
e−st t

]x

0

−

[

1

s2
e−st

]x

0

Substituindo agora t pelos valores 0 e x vem,

∫

x

0

te−stdt =

(

−
1

s
e−sx x+

1

s
e0 0

)

−

(

1

s2
e−sx −

1

s2
e0
)

= −
1

s
e−sx x−

1

s2
e−sx +

1

s2

Tomando agora o limite,

lim
x→+∞

∫

x

0

te−stdt = lim
x→+∞

(

−
1

s
e−sx x−

1

s2
e−sx +

1

s2

)

=
1

s2
, s > 0

Note-se que se s > 0

lim
x→+∞

(

−
1

s
e−sx x−

1

s2
e−sx

)

= −
1

s
lim

x→+∞

x+ 1

s

esx
= 0(1)

Se s < 0, −sx tende para +∞ e portanto

lim
x→+∞

(

−
1

s
e−sx x−

1

s2
e−sx

)

= −
1

s
lim

x→+∞

(

x+
1

s

)

e−sx = +∞

Por último, se s = 0
∫ +∞

0

te−stdt =

∫ +∞

0

te0dt =

∫ +∞

0

tdt

Este integral é divergente, já que

lim
x→+∞

∫

x

0

tdt = lim
x→+∞

[

t2

2

]x

0

= lim
x→+∞

t2

2
= +∞

1Podem usar a regra de Cauchy para levantar a indeterminação
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Se s ≤ 0 o integral impróprio é divergente. Se s > 0 o integral impróprio é convergente e o seu valor é
1

s2
.

Podemos então concluir que a transformada de Laplace de f(t) = t é

L{t}(s) =
1

s2
, s > 0

Exerćıcio 6.1.1 Calcule as transformadas de Laplace das seguintes funções, indicando os respetivos domı́nios.

1. f(t) = 1.

2. f(t) = et.

6.2 Existência da Transformada de Laplace

Seja f : [0,+∞[→ R. Suponhamos que

1. f é seccionalmente cont́ınua em [0,+∞[; 2

2. f é de ordem exponencial à direita, isto é, existem a ∈ R, M > 0 e T > 0 tais que

|f(t)| ≤Meat, ∀t ≥ T.

Então L{f}(s) existe para s > a.

Exemplo 6.2.1. Vamos mostrar que a transformada de Laplace da função

f(x) =

{

8 se x ≥ 1
−3x se 0 ≤ x < 1

é

L{f}(s) =
(11 s− 3 es + 3)e−s

s2

Note-se que f é seccionalmente cont́ınua (apenas apresenta um ponto de descontinuidade em x = 1 e é limitada
em qualquer intervalo [0, b], b > 0) e ainda que f(x) ≤ 8, ∀x ≥ 0.
Assim, tomando M = 8 e a = 0, para qualquer T > 0 se verifica a desigualdade

|f(x)| ≤Meax, ∀x ≥ T

2 Uma função f : [0,+∞[→ R diz-se seccionalmente cont́ınua em [0,+∞[ se o conjunto dos seus pontos de desconti-
nuidade é um conjunto numerável e a função é limitada em qualquer intervalo [0, b], b > 0.

x

y

1

−3

8

x

y

1

−3

seccionalmente cont́ınua não seccionalmente cont́ınua
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Figura 6.1: Gráfico da função f .

portanto, f admite transformada de Laplace.
Dada uma função f definida em I = [0,+∞[, a sua transformada de Laplace é uma função de s, F (s), dada
pelo integral impróprio

∫ +∞

0

e−sxf(x) dx

para os valores de s para os quais o integral é convergente.
Como f é uma função definida por ramos, vem

∫ +∞

0

e−sxf(x) dx =

∫ 1

0

−3xe−sx dx+

∫ +∞

1

8 e−sx dx

O primeiro integral é dado por
∫ 1

0

−3xe−sx dx =

[

3 (sx+ 1)e−sx

s2

]1

0

=
3 (s+ 1)e−s

s2
−

3

s2

A convergência do segundo integral pode ser estudada pela existência do limite

lim
t→+∞

∫

t

1

8 e−sx dx = lim
t→+∞

[

−
8 e−sx

s

]t

1

= lim
t→+∞

[

−
8 e−st

s
+

8 e−s

s

]

Este limite só existe em R se s > 0 e neste caso

lim
t→+∞

[

−
8 e−st

s
+

8 e−s

s

]

=
8 e−s

s

Se s < 0 o limite é +∞. Observe-se que se s = 0 temos o integral
∫ +∞

1

8 dx

que é divergente (para +∞).
Assim, para s > 0 temos

F (s) =
11 e−s

s
+

3 e−s

s2
−

3

s2
=

(11 s− 3 es + 3)e−s

s2

Exerćıcio 6.2.1 Considere a função

f(x) =

{

−1 se x ≥ 5
9x se 0 ≤ x < 5

Justifique que a função f admite transformada de Laplace e mostre que

L{f}(s) = −
46 e−5 s

s
−

9 e−5 s

s2
+

9

s2

para todos os valores de s ∈ R+.



Aula 26/27: Função de Heaviside

1
H(t)

0

1

a

H (t)
a

H(t) =







0 , t < 0

1 , t ≥ 0
Ha(t) = H(t− a) =







0 , t < a

1 , t ≥ a

0

f(t)

a

0

H(t)f(t)

H (t)f(t)
a

a



Algumas fórmulas de derivação

(k f)′ = k f ′ (k ∈ R) (fα)′ = α fα−1f ′ (α ∈ R)

(af )′ = f ′ af ln a (a ∈ R+) ( loga f)
′ = f ′

f ln a (a ∈ R+ \ {1})
(sen f)′ = f ′ cos f ( cos f)′ = −f ′ sen f
(tg f)′ = f ′ sec2 f = f ′

cos2 f (cotg f)′ = −f ′ cosec 2f = − f ′

sen 2f

(arcsen f)′ = f ′√
1−f2

( arccos f)′ = − f ′√
1−f2

(arctg f)′ = f ′

1+f2 (arccotg f)′ = − f ′

1+f2

Alguns desenvolvimentos em série de MacLaurin

•
1

1− x
=

∞
∑

n=0

xn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · , x ∈]− 1, 1[

• ex =
∞
∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+

xn

n!
+ · · · , x ∈ R

• senx =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x−

x3

3!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · , x ∈ R

• cosx =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1−

x2

2!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ · · · , x ∈ R.

Algumas transformadas de Laplace

F (s) = L{f(t)}(s), s > sf

função transformada

tn (n ∈ N0)
n!

sn+1
, s > 0

eat (a ∈ R)
1

s− a
, s > a

sen (at) (a ∈ R)
a

s2 + a2
, s > 0

cos(at) (a ∈ R)
s

s2 + a2
, s > 0

senh(at) (a ∈ R)
a

s2 − a2
, s > |a|

cosh(at) (a ∈ R)
s

s2 − a2
, s > |a|

função transformada

eλtf(t) (λ ∈ R) F (s− λ)

Ha(t)f(t− a) (a > 0) e−asF (s)

f(at) (a > 0)
1

a
F
(s

a

)

tnf(t) (n ∈ N) (−1)nF (n)(s)

f ′(t) (n ∈ N) sF (s)− f(0)

f ′′(t) (n ∈ N) s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

f (n)(t) (n ∈ N) snF (s)−
n
∑

k=1

sn−kf (k−1)(0)

2
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