Calculo Il — 2020/2021 Aulla. 26

Planificagdo Aula 26 (presencial) _ @/Q
TP4D-1: 52 feira, 17/06, 14h ; TP4D-2: 52 feira, 17/06, 16h ; TP4D-3: 62 feira, 18/06, 11h ; TP4D-4: 42 feira, 16/06, 10h30 ; TP4D-5: 62 feira, 18/06, 14h

Notas: 1) Passar para o caderno ou imprimir esta planificacdo e estuda-la antes da aula.
2) A aula sera essencialmente dedicada a resolucdo dos exercicios apresentados.
3) Depois da aula consolidar a matéria estudando as paginas 93 a 100 dos apontamentos tedricos
e resolver os TPCs indicados no final desta planificacdo.
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Capitulo 6
Transformada de Laplace

6.1 Definicao da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcao f : [0, +oco[— R é a funcao L£{f} definida por

L{f}Hs) = /m

f(t)e*at,
0
para os valores de s € R onde o integral converge.

Exemplo 6.1.1. Determinar a transformada de Laplace da fungao f(t) =t
Calcula-se o integral impréprio de 1* espécie

+oo x
/ te Stdt =
0

lim te*tdt
T—r+00 0
Usando a integracao por partes, considerando u’ = e~

st

1
e v =t (consequentemente, u = ——e
x n x
\/It€7Stdt: |:1€Stt:| 7/51771
0 s 0 0

ev' =1) vem
S
1 1 [* 1 * 1 *
e stdt = |:68t t] + f/ e stdt = [e“ t} — |:268t:|
S S o sJo S 0 S 0
Substituindo agora t pelos valores 0 e z vem,
r 1 ) 1 1
/ te Stdt = (—e_‘”B z+ —€° O) — (
0 S S

—st

1 1 1 1
76—31'_760 — _Ze ST g4 e—sx_’_i
52 52 ) s 52 52
Tomando agora o limite,
* 1 1 1 1
lim te S'dt = lim <es‘”x — e 4 2) =—,5>0
z—+o00 J T—+00 S S S S
Note-se que se s > 0
1 1 x4+l
lim <e‘”"1' 26”) = —— lim — =0(})
T—+00 S S S r—+oco esT
Se s < 0, —sz tende para +oo e portanto
1 1 1
lim (—es"’” T —
r——+00 S

—S8T 3 1 —S8T
—e€ =—— lim (z+-)e
S
Por dltimo, se s =0

+oo +oo +oo
/ te Stdt = / tedt = / tdt
0 0 0
Este integral é divergente, ja que

xr
lim

27" t2
tdt= lim |—| = lim
r—r+00 0 Tr—r+00 2 0

— =40
T—r+00 2
'Podem usar a regra de Cauchy para levantar a indeterminacgao

29



CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE LAPLACE 30

Se s < 0 o integral impréprio ¢ divergente. Se s > 0 o integral improprio é convergente e o seu valor é —.
S

Podemos entao concluir que a transformada de Laplace de f(t) =t é

L{t}(s) = Siz 5§50

Exercicio 6.1.1 Calcule as transformadas de Laplace das seguintes funcoes, indicando os respetivos dominios.
1. f(t)=1.
2. f(t) =€t

6.2 Existéncia da Transformada de Laplace

Seja f : [0, +oo[— R. Suponhamos que

1. f é seccionalmente continua em [0, +ool; 2

2. f é de ordem exponencial a direita, isto é, existem a € R, M > 0 e T > 0 tais que

|f(t)] < Me®, Vt>T.

Entao L{f}(s) existe para s > a.
Exemplo 6.2.1. Vamos mostrar que a transformada de Laplace da fungao

8 se x>1
f(x)_{—?)x se 0<z<l1

(11s—3e®* 4 3)e®
52

L{f}(s) =

Note-se que f é seccionalmente continua (apenas apresenta um ponto de descontinuidade em x = 1 e é limitada
em qualquer intervalo [0,b], b > 0) e ainda que f(x) <8, Vz > 0.
Assim, tomando M = 8 e a = 0, para qualquer T > 0 se verifica a desigualdade

|[f(z)] < Me*™, Vax>T

2 Uma fungao f : [0, +o00[— R diz-se seccionalmente continua em [0, +-co[ se o conjunto dos seus pontos de desconti-
nuidade é um conjunto numerdvel e a funcao é limitada em qualquer intervalo [0, b], b > 0.
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seccionalmente continua nao seccionalmente continua
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v

Figura 6.1: Grafico da funcao f.

portanto, f admite transformada de Laplace.
Dada uma funcao f definida em I = [0,4o00[, a sua transformada de Laplace é uma fungéo de s, F(s), dada
pelo integral improéprio
+oo
/ e T f(xz)dx
0

para os valores de s para os quais o integral é convergente.
Como f é uma fungao definida por ramos, vem

+oo 1 “+o00
/ e T f(x)dr = / —3ze dxr + / 8e *dx
0 0 1

O primeiro integral é dado por

/1 —3xe **dxr = [3 (sz + 1)6_81 ' _3 (s+1le* 3
0 0

52 52 52
A convergéncia do segundo integral pode ser estudada pela existéncia do limite

t —szxqt —st —s
lim 8e *Tdxr = lim [86 } = lim {86 + 8e
1

t——+oo 1 t——+oo S t——+o0 S S

Este limite s6 existe em R se s > 0 e neste caso

. [ e st 86_8} e~
lim |— + =
t—+00 s s s

Se s < 0 o limite é 400. Observe-se que se s = 0 temos o integral

“+o0
/ 8dx
1

_ 1le® n 3e® 3 (11s—3e*+3)e*®

2 s2 2

que é divergente (para +00).
Assim, para s > 0 temos

F(s)

S S S

Exercicio 6.2.1 Considere a funcao

-1 se x>5H
f($)_{9x se 0<z<5

Justifique que a funcao f admite transformada de Laplace e mostre que
4670 96_5S+ 9
s 52 52

L{f}(s) =

para todos os valores de s € RT.



Aula 26/27: Funcao de Heaviside

) H(0) . H, (1)
a
0, t<0 0, t<a
H(t) = H,(t)=H(t—a) =
1, t>0 1, t>a
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Algumas férmulas de derivagao
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